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Analiza widmowa z zastosowaniem

transformacji Fouriera

Jeszcze w czasach uzytkowania oscyloskopéw analogo-
wych, doktadnie w roku 1965, dwaj matematycy amery-
kaniscy: James William Cooley i John Tikey opublikowali
dokument ,,An Algorithm for the Machine Calculation
of Complex Fourier Series”, w kiérym podali algorytm
szybkiego obliczania dyskretnej transformacji Fouriera.
Algorytm, znany dzisiaj jako Fast Fourier Transform
(FFT) jest obecnie szeroko stosowany do analizy widmo-
wej sygnalow.

Niemal 150 lat musialo uplyngé¢ zanim opracowana przez Jeana
Baptiste Josepha Fouriera teoria doczekatla sig praktycznego zasto-
sowania. Dopiero gdy technika cyfrowa pozwolita na prébkowanie
sygnaléw analogowych, a tym samym na gromadzenie dyskretnych
probek tego sygnalu, mozliwe stalo sie opracowanie metod dys-
kretnego przeksztalcenia Fouriera — DFT (Discrete Fourier Trans-
form). Problem polega na tym, ze operacja ta wymaga bardzo duzej
liczby obliczen, co poczatkowo praktycznie eliminowato te metode
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do zastosowan w aplikacjach czasu rzeczywistego. Nawet analiza

wykonywana juz po zakonczeniu gromadzenia prébek byla przy
dostepnych mocach obliczeniowych pierwszych komputeréw dosé
zlozona i dlugotrwata. Zaproponowany przez Cooley’a i Tukey’a al-
gorytm FFT na tyle zmniejszyl liczbe operacji matematycznych,
ze obliczenie transformacji Fouriera nawet w uktadach czasu rze-
czywistego stalo sie realne.

Problem byl wlasciwie jeden, za to bardzo powazny — nie istniaty
jeszcze praktycznie oscyloskopy cyfrowe, w ktérych FFT mogtaby
by¢ implementowana. Przetom nastgpil na przelomie lat 80.1 90. XX.
wieku, wlasciwie blizej poczatku ostatniej dekady minionego stule-
cia. Od tego momentu oscyloskopy cyfrowe zaczely wypierac¢ oscylo-
skopy analogowe, ale to tez jeszcze nie byl czas, w ktérym FFT byta
masowo implementowana. W pierwszych oscyloskopach cyfrowych
funkcja ta nie byla jeszcze dostepna. Na szczeScie postep w tym za-
kresie byl bardzo szybki, i wkrétce oscyloskopy bez FFT znajdowaty
coraz mniej nabywcow. Dzi$ funkcje FFT znajdujemy we wszystkich
rodzajach oscyloskopdéw, czy to typu desktop czy przystawek USB.
Analiza FFT jest takze dostepna w programach matematycznych
(Mathcad, Excel), a takze symulatorach, m.in. w LTspice.
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Rysunek 1. Czysty przebieg sinusoidalny a) w dziedzinie czasu,
b) w dziedzinie czestotliwosci

Implementacja FFT w symulatorze LTspice
Przeksztalcenie Fouriera i algorytmu DFT i FFT jest do$¢ zlozonym
zagadnieniem matematycznym, na tyle ze nie bedziemy go omawia¢
w artykule. Zajmiemy sie praktycznym zastosowaniem analizy FFT
w symulatorze LTspice. Rozpatrzymy, jaki wptyw na wyniki analizy
maja parametry akwizycji danych i funkcji FFT.

Do przeprowadzenia analizy widmowej z uzyciem FFT konieczne
jest zgromadzenie okreslonej liczby prébek sygnatu analogowego.
Zasadniczo algorytm wymaga, aby liczba ta byta réwna 2%, gdzie k
jest liczba naturalng. Inaczej méwiac, liczba prébek musi by¢ potega
liczby 2. Intuicyjnie spodziewamy sie, ze wraz ze wzrostem liczby k
bedzie zwiekszata si¢ liczba prébek, ktérag bedziemy dysponowad,
a zatem obliczenia beda dokladniejsze. Czy jest to jedyny parametr
decydujacy o dokladnoéci obliczen? Postaramy sie to sprawdzic.

Zrozumienie zwigzku miedzy interpretacjg jakiego$ zjawiska
przedstawionego w dziedzinie czasu i w dziedzinie czegstotliwosci
prawdopodobnie stwarza przecigtnemu czlowiekowi podobny pro-
blem jak zrozumienie zwigzku miedzy szybkos$cig a przyspiesze-
niem. Dla przyktadu proponuje maty test polegajacy na narysowaniu
wykresu przyspieszenia dla obiektu ruszajacego z miejsca, porusza-
jacego sie przez chwilg ze stala predkoscia, a nastepnie hamujgcego
do zera. Rozwigzanie na koncu artykutu.

Wracamy jednak do zagadnien zwigzanych z analiza widmowsa.
Rozpatrzmy czysty sygnal sinusoidalny. Jego interpretacja w dziedzi-
nie czasu jest funkcjg ciagly (rysunek 1a), zas w dziedzinie czesto-
tliwoéci bedzie to pojedynczy prazek odpowiadajgcy czestotliwodci
sinusoidy (rysunek 1b). Teraz przeanalizujmy pewien odksztalcony
przebieg okresowy, ktéry zostanie poddany prébkowaniu. Przebieg
odksztalcony sklada si¢ w naszym przykladzie z okreslonej liczby
sktadowych, ktére na wykresie widmowym wystapig jako odrebne
prazki. Zatézmy, ze w rozpatrywanym przypadku mamy sktadowe:
200 Hz, 201 Hz, 500 Hz i 700 Hz, wszystkie o jednakowych amplitu-
dach. Analiza przebiega w dwéch etapach. Pierwszy obejmuje gro-
madzenie N prébek w rekordzie akwizycji. Wiemy juz, ze potrzebny
jest do tego czas T. Z transformacji Fouriera wynikaja wazne wnioski:
po pierwsze — obliczone widmo nie bedzie ciagle, po drugie — jesli
w rekordzie akwizycji znajdzie sie¢ N prébek, to cate widmo bedzie
sie sktadalo z N dyskretnych czestotliwosci. Kolejnym waznym wnio-
skiem jest to, Ze odstep miedzy dyskretnymi warto$ciami czesto-
tliwoséci widma, czyli rozdzielczos¢, jest rowna odwrotnosci czasu
akwizycji (czasu pelnego zapelnienia bufora). Na wykresach widma,
ktore sg domys$lnie rysowane w skali logarytmicznej, jest to najmniej-
sza widoczna na wykresie czestotliwoéé. Oznaczmy jg jako f1 lub r.
W analizatorach widma parametr ten jest oznaczany zwykle jako
RBW (Resolution Bandwidth).

Przeprowadzmy teraz eksperyment, w ktéorym wyswietlimy pélse-
kundowy fragment naszego sygnatu odksztalconego. Zgodnie z powyz-
szymi wnioskami uzyskamy rozdzielczo$¢ widmowg R=1/0,5=2 Hz.
Prawdopodobnie wiec przy takich parametrach akwizycji danych nie
bedziemy w stanie rozr6zni¢ sktadowych 200 Hz i 201 Hz badanego
sygnalu. Na rysunku 2a pokazano pétsekundowy wykres czasowy
przebiegu odksztalconego, a na rysunku 2b jego widmo wyznaczone
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Rysunek 2. Pétsekundowy przebieg odksztatcony a) w dziedzinie
czasu, b) w dziedzinie czestotliwosci
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Rysunek 3. Dwusekundowy przebieg odksztatcony a) w dziedzinie
czasu, b) w dziedzinie czestotliwosci
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przez symulator LTspice. Dodatkowo na rysunku tym mozemy przyj-
rzec sig powiekszonemu fragmentowi widma w okolicach 200 Hz. Rze-
czywiscie prazka 201 Hz nie widzimy na tym wykresie. Wydluzmy
wigc czas akwizycji do 2 sekund. Pozwoli to uzyskac rozdzielczos¢
widma réwna 0,5 Hz, a wiec prazki 200 Hz i 201 Hz powinny by¢
juz widoczne. Wykresy ilustrujace ten przypadek zostaly pokazane
narysunku 3. Jak wida¢, rzeczywiscie mozna na nich rozréznic¢ skla-
dowe widma o czestotliwosciach 200 Hz i 201 Hz, chociaz ze wzgledu
na niewielkg rozdzielczo$¢ sg one wyraznie rozmyte.

Sprébujmy teraz zbadac jak na wynik analizy FFT wptywa liczba
prébek. W przypadku symulacji parametr ten ma znaczenie nieco
abstrakcyjne, poniewaz tak naprawde nie wiemy jak wyglada pro-
ces pr6bkowania realizowany przez symulator. W pomiarach oscy-
loskopowych zwykle wiemy jak duzy jest rekord akwizycji, znana
jest tez szybkos¢ pracy uktadu akwizycji. Sq to parametry podawane
w specyfikacji technicznej urzadzen. W programie LTspice argument
okreslajacy liczbe prébek nosi nazwe ,, Number of data point samples
in time”. Domys$lnie jest on rowny 262144, i taka wlasnie warto$¢ jest
przyjmowana przy kazdym uruchomieniu analizy FFT.

ELEKTRONIKA PRAKTYCZNA 5/2021 91



NOTATNIK KONSTRUKTORA

B =

Parkoena T Tk Tarsern

seEEsS-acrrF@
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Sprawdzmy na przykladzie przebiegu rozpatrywanego wczesniej,
jak liczba prébek uzyta do analizy FFT w symulatorze LTspice wplywa
na wynik. Zat6zmy, ze chcemy uzyskac rozdzielczo$é widma réwna
0,1 Hz, konieczny do tego czas pomiaru jest wiec réwny 1/0,1=10 s.
Wykonamy pomiary dla liczby prébek réwnych 2048, 4096, 8192,
16384, 32768 i 65536.

Do rozpoczecia symulacji FFT aktywne musi by¢ okno wykresu
czasowego. Wybieramy polecenie ,View - FFT”, wskazujemy intere-
sujacy nas wezel i wprowadzamy ewentualnie odpowiednig warto$é
w polu ,Number of data point samples in time” (rysunek 4). Cie-
kawostkg moze wydawac sig fakt, ze wprowadzana liczba prébek
nie musi by¢ w symulatorze LTspice potegg liczby 2. Wyjasnienia,
jak ten problem rozwigzano w programie LTspice raczej nigdzie nie
znajdziemy, gdyz jest to tajemnica handlowa Linear Technologies.
Prawdopodobnie brakujace prébki do najblizszej liczby spetniajacej
warunek N=2%, sg dodawane sztucznie na podstawie interpolowa-
nych wartosci przebiegu czasowego, albo uzupetniane wartosciami
stalymi. Wyniki symulacji zostaly pokazane na rysunkach 5a...5f.

Od liczby prébek zalezy maksymalna czestotliwo$é widoczna
na wykresie obliczonego widma. Mozna wiec tym parametrem re-
gulowac posrednio zakres analizy. Wiemy juz, ze minimalna czesto-
tliwo$¢ jest r6wna odwrotnosci czasu symulacji, gérna zas jest réwna:

poNI_ N1 1 N2
gdzie:

— liczba prébek (Number of data point samples in time),
T - czas symulacji,

f, — czestotliwosé poczatkowa widma,
f, - czgstotliwos¢ koncowa.

Jak wiadomo w procesie prébkowania sygnatu analogowego moze
wystapi¢ zjawisko aliasingu. Bedzie tak, jesli nie zostanie spelniony
warunek okreslony w twierdzeniu o prébkowaniu Nyquista-Shan-
nona. Méwi on, Ze czestotliwo§¢ prébkowania musi by¢ co najmniej
2 razy wieksza od maksymalnej czestotliwosci wystepujacej w sy-
gnale, Warto wiec te czestotliwo$é znaé. W symulatorze jest to pa-
rametr wirtualny, ale jego znaczenie jest dokladnie takie samo jak
w przypadku prébkowania rzeczywistych sygnaléw na przyklad
w oscyloskopie. Wirtualng czestotliwo$é prébkowania w programie
LTspice mozna wyznaczy¢ ze wzoru:

Wr6émy jeszcze raz do przykladu omawianego wczes$niej. Poczat-
kowo ustalaliémy liczbe prébek réwna 2048. Przy czasie symulacji
réwnym 10 s dawalo to czestotliwo$é prébkowania r6wna 204,8 Hz.
Takie parametry nie mogg da¢ prawidlowego wyniku analizy FFT,
gdyz nie jest spelniony warunek okreslony w twierdzeniu o prébko-
waniu. Maksymalna czestotliwo§é musiataby by¢ 2-krotnie mniejsza
od czestotliwo$ci prébkowania, tymczasem sktadowe rozpatrywa-
nego przebiegu zaczynajg sie od 200 Hz. Cho¢ na wykresie wystepuja
blisko siebie dwa prazki (rysunek 5a), to sa one wynikiem aliasingu
i majg czestotliwosci 3,8 Hz (204,8-201=3,8) i 4,8 Hz (204,8-200=4,8)
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Rysunek 5. Wyniki symulacji przebiegu odksztatconego a) N= 2048 b) N= 4096 c) N=8192, d)N 16384, e) N=32768, f) N=65536
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Tabela 1. Zestawienie obejmujace czestotliwos¢ po-
czatkowa f i koncowa f, wykresu FFT oraz wirtualng
czestotliwos¢ probkowania f w zaleznosci od liczby
probek N uzytych do obliczéh przy statym czasie akwi-
zycji T=10 s, f - maksymalna czestotliwos¢, ktéra
moze wystapic w sygnale

:
N=default=262144

grum e I Tiac e

Rysunek 6. Poréwnanie szumu w obliczeniach FFT dla N=65536
i N=262144

zamiast 200 Hz i 201 Hz. W analizie naszego przebiegu pozbywamy
sie aliasingu dopiero przy liczbie prébek réwnej 16384 (trzymajac
sig jednak zasady, ze liczba prébek jest potega liczby 2). Wobec tego
,odkrycia” przestaje wigc dziwi¢ domy$lna, wydawac by sig mogto,
bardzo duza liczba prébek programu LTspice. W tabeli 1 zestawiono
czestotliwoéé poczatkows f, i konicowsq f, wykresu FFT oraz wirtu-
alng czgstotliwos¢ probkowania f, w zaleznosci od liczby probek N
uzytych do obliczen. Przyjeto staly czas akwizycji T=10 s. W zesta-
wieniu uwzgledniono ponadto teoretycznie maksymalng czestotli-
wos¢f _, ktéra moze wystapi¢ w sygnale. Parametr ,, Number of data
point samples in time” wptywa ponadto na poziom szuméw wyswie-
tlanych na wykresie widma. Zwigkszenie liczby prébek zmniejsza po-
ziom szuméw, co zilustrowano na rysunku 6. W pokazanym na nim
eksperymencie pomiar widma byt uruchomiony z domyslng liczbag
probek (N=262144 — wykres zielony), a nastepnie z recznie wprowa-
dzong warto$cig N=65536 (wykres czerwony). W celu tatwiejszego
poréwnywania wykreséw wprowadzono nastgpnie takie same za-
kresy na obu osiach.

Wptyw kompresji danych i precyzji obliczen

na symulacje FFT

Program LTspice w trakcie wykonywania obliczen, m.in. FFT, tworzy
pliki dyskowe takie jak *.log, *.net, *.raw. W plikach *.raw sg zapisy-
wane dane zwigzane z wykresem czasowym. Dane te sa nastgpnie

uzywane do obliczen FFT. W zalezno$ci od stopnia ztozonosci uktadu
symulowanego i parametréw symulacji, w szczegdlnosci czasu symu-
lacji i liczby przebieg6w, pliki te moga osigga¢ bardzo duze wielko-
$ci. Zwykle po zakorniczeniu pracy z programem nie sg one potrzebne
i w zalezno$ci od opcji ,Save .raw, .plt and .log data file in a specific
direktory” moga by¢ kasowane lub nie. Warto te opcje wylaczy¢, aby
nie zaémieca¢ dysku zbednymi plikami. Nie jest jednak mozliwa praca
symulatora bez tworzenia tych plikéw. Latwo domyéli¢ sie, ze obstuga
duzych plikéw bedzie wptywata niekorzystnie na szybkos¢ dziatania
programu. Autorzy zastosowali wiec domys$lng ich kompresje, niestety
stratng. Moze to skutkowaé¢ pewnymi niedoktadnoéciami podczas ob-
liczen FFT, poniewaz funkcja ta korzysta z danych zapisanych w pli-
kach .raw. Jesli wigc planujemy obliczanie widma, warto kompresje
wylaczy¢ umieszczajac na pulpicie symulatora opcje:
.options plotwinsize=0

Spowolni ona dzialanie symulatora, ale moze poprawic efekt ob-
liczen. Zwykle zastosowanie tej opcji skutkuje obnizeniem poziomu
szumow. Efekt ten moze by¢ wzmocniony zwigkszeniem precyzji ob-
liczen np. po zastosowaniu opcji:
.options numdgt=7

Parametr numdgt>6 powoduje wigczenie podwdjnej precyzji ob-
liczen, co oczywiscie skutkuje dalszym zwiekszeniem wielkosci
plikéw .raw.

Nalezy pamietaé, ze ustawianie w oknie ,,Control panel” (ikonka
z mlotkiem) parametréw zwigzanych z kompresja nie daje statego
efektu. Wprowadzone wartoéci sg wazne tylko w danej sesji pracy
z LTspice. Wyjscie z programu i jego ponowne uruchomienie przy-
wraca parametry domyS$lne. Jesli zalezy nam na trwalym wylaczeniu
kompresiji, to jest to mozliwe tylko dla konkretnej symulacji zapisanej
w pliku .asc po wczeséniejszym umieszczeniu na schemacie wymie-
nionych wczesniej opcji.

Maximum timestep
Wymienione §rodki optymalizacji analizy FFT nie sg jedynymi. Co
wiecej nie sg najbardziej skuteczne. Jak juz bylo wczes$niej powie-
dziane nie wiemy dokladnie jak dziata algorytm obliczania FFT
zastosowany w symulatorze LTspice. Wiadomo, ze wynik analizy
widmowej zalezy od liczby prébek, ale musimy pamietaé, ze program
nie dysponuje fizycznym przebiegiem, kt6ry moze prébkowaé w za-
leznosci od parametréw jakie sig temu procesowi zada. Wejsciowy
przebieg poddawany analizie w symulatorze jest tworzony cyfrowo,
a dodatkowo standardowo jest jeszcze kompresowany. Istnieje pode;j-
rzenie, ze przy zadanej okreslonej liczbie probek analizy FFT w przy-
padku, gdy ich zabraknie podstawowy bufor danych jest rozszerzany
poprzez interpolacje. Istnieje jednak mozliwo$¢ fizycznego zwieksze-
nia zasobu danych przez ustalenie maksymalnego kroku czasowego
na etapie generowania wszystkich przebiegéw w symulacji TRAN-
SIENT. Jest to opcja ,Maximum Timestep” komendy .TRAN. Musimy
jednak zgodzi¢ sie na drastyczne wydluzenie czasu obliczen po za-
stosowaniu wszystkich opcji. Moze jednak w okreslonych sytuacjach
warto je stosowac. Z pewnoscig ciekawe bedzie por6wnanie mozli-
wych kombinacji opcji stosowanych do obliczen FFT. Wykonajmy
takie poréwnanie. Zbadamy przebieg zastosowany w pierwszej symu-
lacji. Wiemy, ze wystepuja w nim dwie skladowe oddalone od siebie
i1 Hz (200 Hz i 201 Hz), przyjmijmy wiec minimalng rozdzielczoé¢
pozwalajaca rozréznic¢ obie sktadowe. Niech to bedzie 0,5 Hz. Wyni-
kajacy z tego zalozenia czas symulacji jest réwny 1/0,5 s=2 s.
Gdyby$émy niezaleznie badali znaczenie takich parametréw jak:
liczba prébek (standardowa lub ustalona), precyzja (standardowa
lub podwéjna), kompresja (wlgczona lub wytaczona) i maksymalny
krok czasowy (standardowy lub ustalony), otrzymaliby$my 16 wyni-
kéw. Zachgcam Czytelnikéw do przeprowadzenia wlasnych analiz,
w artykule zostang zaprezentowane tylko wybrane. Zrezygnujemy
z badania wptywu liczby prébek na wynik analizy FFT, co ograni-
czy liczbe kombinacji do 8. We wszystkich pokazanych wykresach
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zapewniono jednolity zakres na osi pionowej. Punktem odniesienia
jest analiza ze standardowymi parametrami. Jak widaé¢, wylaczenie
kompresji i zwigkszenie precyzji obliczen wplywa zwykle korzystnie
w mniejszym lub wigkszym stopniu na jako§¢ wyniku analizy FFT,
ale najwigksze znaczenie ma jednak parametr Max Timestep polece-
nia . TRANSIENT. Decyduje on o gestosci kroku czasowego podczas
obliczania zalezno$ci czasowych, a zatem réwniez o ich doktadno-
$ci. Parametry domyslne zoptymalizowano tak, aby uzyska¢ kompro-
mis miedzy czasem wykonywania obliczen a ich dokladnoscia. Jesli
bardzo nam zalezy na czystosci analizy FFT warto poeksperymento-
wac z tym parametrem. Trudno jednak udzieli¢ uniwersalnej porady
w tym wzgledzie. Przykladowo, w naszym eksperymencie drobne ar-
tefakty na wykresie FFT zaczynaja sie pojawia¢ dla maksymalnego
kroku czasowego ok. 1 ps (rysunek 7i).

Wyciek widma
Transformacja Fouriera daje w wyniku ciaglte widmo od minus nie-
skonczonosci do plus nieskonczonosci, zaktada tez, ze przebieg jest
okresowy. Obliczenia transformacji dyskretnej ograniczajg sie do $ci-
§le okreslonego czasu — okna. Jesli w tym czasie zmiesci sie pelna krot-
no$c¢ okresu badanego sygnalu, obliczenia mozna uznac za poprawne
(z pominigciem efektéw wynikajacych z dyskretyzacji procesu). Je-
§li jednak czas obliczen obejmuje pewng liczbe pelnych okresow
plus ,wiszacy” fragment kolejnego okresu, dochodzi do tzw. wycieku
widma. Na wykresie widma zobaczymy oczywiscie prazek odpowia-
dajacy czestotliwosci sygnatu, ale bedzie on rozmyty i jakby rozcig-
gniety na sgsiednie czestotliwo$ci. Sprawdzmy ten efekt praktyce.
Tym razem rozpatrujemy czysty sygnal sinusoidalny o amplitu-
dzie 1 V i czestotliwosci np. 200 Hz. Okres tego sygnalu jest réwny
5 ms. Zalézmy, ze analiza FFT powinna obja¢ doktadnie 100 okres6w,

Vi

W e e

Rysunek 8. Wykresy FFT dla przypadkow bez i z wyciekiem widma

- czestotliwo$¢ sygnatu 200 Hz a) czas symulacji T=500 ms (obejmu-
je petna liczbe okreséw przebiegu) - brak wycieku widma, b) czas
symulacji T=502,5 ms dodana potowa okresu - wyciek widma, c) czas
symulacji T=501,25 ms dodane ¢wier¢ okresu — wyciek widma
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powinni$my zatem uruchomi¢ symulacje TRANSIENT z czasem
500 ms. Dla zwiekszenia doktadnosci obliczen przyjmiemy ponadto
maksymalny krok czasowy 10 us, wigczymy podwdjna precyzje ob-
liczen i wylaczymy kompresje danych. Analize FFT prowadzimy
ze standardowg liczbag prébek (262144). Wynik obliczen zostal poka-
zany na rysunku 8a. Ograniczamy zakres wySwietlanych czestotliwo-
$ci do 20 Hz...20 kHz, Teraz do okna czasowego dodajemy p6t okresu
przebiegu, czas symulacji wydtuzamy zatem do 502,5 ms i tak jak
w poprzednim przypadku ograniczamy zakres wyswietlania widma
do takiego samego zakresu (rysunek 8b). Warto jeszcze sprawdzi¢, jak
bedzie wygladal wykres widma dla przypadku, w ktérym czasowe
okno analizy zostanie rozszerzone o ¢wier¢ okresu. Czas symulacji
jest wigc r6wny 501,25 ms. Skutki wycieku widma sa nadal widoczne,
chociaz rozmycie jest o kilka decybeli nizsze.

Nietrudno wyobrazi¢ sobie, ze w §wiecie rzeczywistym spelnienie
warunku, aby w oknie czasowym miescil sig pelny okres przebiegu
jest praktycznie niemozliwe. Najcze$ciej w og6le nie mierzymy prze-
biegu okresowego, tylko zlozenie wielu przebiegéw zupeinie niesko-
relowanych ze sobg. Praktycznie wigc zawsze stosujac analize FFT
bedziemy mie¢ do czynienia z wyciekiem widma. Jak wiec poradzic¢
sobie z minimalizacja skutkéw tego efektu?

Rozwigzanie oczywiscie istnieje, chociaz sitg rzeczy musi wpro-
wadza¢ pewng deformacje cyfrowej postaci przebiegu oryginalnego.
Jesli transformacja Fouriera zaklada okresowo$é sygnatu, metoda
eliminacji wycieku widma powinna w jakis$ sposéb tak przeksztal-
ci¢ sygnat oryginalny, aby algorytm obliczajacy FFT ,mysélal”, ze ma
do czynienia z sygnatem okresowym. Cechg funkcji okresowej jest to,
ze warto$ci tej funkcji na poczatku okresu i na koricu sg takie same
(przy zalozeniu, ze punkt koficowy okresu jest jednoczesnie punktem
poczatkowym kolejnego). Jesli sygnat przed poddaniem go analizie
FFT wymnozymy przez jaka$ funkcje, ktéra na krancach okna bedzie
réwna zero, to uzyskamy efekt, o ktérym byta mowa. Na rysunku 9
zilustrowang ten pomysl. Niestety, ta operacja znieksztalca przebieg
oryginalny, ale zwykle poprawia skutki wycieku danych z okna czaso-
wego analizy FFT. Funkcje okna mogg by¢ r6zne. W praktyce istnieje
kilka najczesciej uzywanych, ktére powinny by¢ dobierane w zalez-
nosci od potrzeb. Czgsto oknom tym nadawane sa nazwy pochodzace
od nazwisk ludzi, ktérzy je zdefiniowali. Poszczegélne typy okien
réznie wplywajg na pomiar amplitudy i czestotliwosci. Przyktadowo,
okno Hamminga zapewnia dobra rozdzielczo$¢ czestotliwo$ciowa,
ale gorszy pomiar amplitudy. W przeciwienstwie do niego okno Flat
Top zapewnia dobry pomiar amplitudy przy stabszym okreslaniu

fragment sygnatu
zawierajacy sie w oknie — g(t)

funkcja okna — f(t)

-~V

>
>

t

Rysunek 9. llustracja zasady dziatania okna czasowego w oblicze-
niach FFT
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Rysunek 10. Wynik analizy FFT z zastosowaniem réznych okien cza-
sowych a) okno Hamminga, b) okno Flat Top, c) okno Cosine

czestotliwo$ci. Zobaczmy, czy i jak poprawia sig wykresy widma
z rysunku 8 po zastosowaniu kilku najczesciej stosowanych okien.
Zachowamy parametry symulacji z wyciekiem polowy okresu w oknie
czasowym. Uruchamiamy wiec symulacje .tran 0 502.5m 0 10u,
a po wykresleniu przebiegu czasowego uruchamiamy 3-krotnie ana-
lize FFT, za kazdym razem zmieniajac typ okna (Windowing Func-
tion). Na rysunku 10 pokazano dzialanie okna Hamminga, Flat Top
i Cosine, a na rysunku 11 pokazano kazde z tych okien.

Pomiar sygnatu rzeczywistego

Do tej pory rozpatrywali$my symulacje calego toru pomiarowego wiacz-
nie ze zrédlem sygnatu. Sprébujmy teraz wilgczy¢ do symulacji element
$wiata rzeczywistego. W tym celu korzystajac z programu Audacity na-
gramy dzwieki generowane przez wentylator i por6wnamy widmo obli-
czone w tym programie z widmem obliczonym w symulatorze LTspice.
Nagrany sygnat eksportujemy w formacie WAV do pliku warkot.wav,
a nastepnie opisywanymi juz we wcze$niejszych odcinkach cyklu me-
todami importujemy w symulatorze. Nagranie trwa 4 sekundy. Schemat
pomiarowy, wykres czasowy i analize FFT pokazano na rysunku 12a.
Widmo obliczono bez zadnego okna czasowego. Na rysunku 12b widzimy
natomiast widmo tego samego sygnatu obliczone w programie Audacity.
Mozna odnotowa¢ duzg zgodno$é obu wykreséw.

Pozostaje jeszcze wyciggniecie jakich§ wnioskéw z tej obserwac;ji.
Mozna stwierdzi¢, ze do$¢ ewidentne maksimum sygnatu wystepuje
dla zakresu czestotliwo$ci ok. 44...46 Hz, co odpowiadatoby obrotom
2640...2760 rpm. To bardzo duzo. Nalezaloby sig¢ spodziewaé¢ mak-
symalnych obrotéw rzedu 1400...1600 rpm. Wentylator byl jednak
zamkniety w urzadzeniu, by¢ moze rezonowata obudowa, mozliwe
réwniez, ze wyzsza wysoko$¢ dzwieku wynika z tego, ze dzwigk jest
generowany nie tylko na skutek drgan wirnika, ale réwniez przez
obracajace sie skrzydetka, ktorych jest kilka. Mamy wiec pewien
problem interpretacyjny. Aby jako$ go rozwigza¢ wykonatem dodat-
kowy pomiar innym narzedziem z zastosowaniem akcelerometru.
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Rysunek 11. Przyktadowe okna czasowe analizy FFT

Hmmm... zamiast rozstrzygnac watpliwos$ci pojawity sie kolejne. Ow-
szem na wykresie widoczny jest wyrazny prazek w okolicach 48 Hz
(rysunek 13), ale maksimum widma wypada na ok. 120 Hz. Odpo-
wiedZ moze by¢ tylko jedna, Nie mierzymy tylko predkosci obrotowe;j
wentylatora, lecz rdwniez bicie jego tozyska, co do kiepskiej jakosci
ktérego faktycznie nie mam watpliwosci.

A co by byto gdyby...

Zapewne uwazni Czytelnicy zadali sobie pytanie: a co by sig stalo,
gdyby wynik analizy FFT poddac analizie FFT? Nawet nie wnikajac
w zawilo$ci matematyczne mozna sgdzié, ze przeprowadzimy w ten
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Rysunek 12. Pomiar i analiza sygnatu akustycznego zarejestrowa-
nego mikrofonem, a) uktad pomiarowy zastosowany w symulatorze
wraz z wykresem czasowym przebiegu badanego, b) analiza FFT

w programie LTspice, c) analiza FFT w programie Audacity
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czestotliwosci na dziedzing czasu. Nie jest to operacja wykonywana
czgsto, gdyz zwykle nie dysponujemy narzedziem, ktére dostarcza-
foby widmo wprost, bez wcze$niejszego obliczenia go z przebiegu cza-
sowego. Nie ma wiec potrzeby przeprowadzania operacji odwrotnej,
gdyz i tak odpowiednimi danymi dysponujemy. Jest jednak pewna
do$¢ nieoczywista sytuacja, w ktérej odwrotna transformacja moze
by¢ bardzo przydatna.

LTspice ma jedna, by¢ moze dos$¢ zaskakujacq wielu uzytkowni-
kéw ceche ujawniajaca sie podczas tworzenia przebiegéw czasowych.
Zalt6zmy, ze chcieliby$émy zastosowac wygenerowany w symulatorze
przebieg czasowy do obliczeni w jakim$ zewnetrznym programie,
np. w Excelu. Rysujemy schemat, uruchamiamy symulacje TRANS
i uzyskujemy wykres czasowy. Teraz eksportujemy dane tego wy-
kresu do pliku tekstowego. Uaktywniamy okno wykresu i wybie-
ramy polecenie: ,File - Export data as text”. W oknie tego polecenia
wybieramy lokalizacje i nazwe pliku, np. sinus.txt. Otwieramy Ex-
cel i z menedzera plikéw przeciggamy plik sinus.txt do pustego ob-
szaru roboczego Excela. Mozna dla wygody zamieni¢ wykladniczg
posta¢ danych na normalng. Dane wprowadzone do arkusza nadajg
sie do wszelkiego rodzaju obliczen. Mozna na przyktad wykonaé¢ wy-
kres czasowy przebiegu. Gdybysmy jednak chcieli analizowa¢ dane
prébka po prébcee, mogliby§my napotkaé na pewien niewygodny pro-
blem. Przeanalizujmy krok probkowania zastosowany przez LTspice.
W tym celu w polu C3 zapisujemy formute: A3—-A2 i kopiujemy te ko-
moérke w catej kolumnie C az do kofica danych. Patrzymy na dane...
i okazuje sig, ze przy dluzszych czasach symulacji symulator nie
uzywa przy tworzeniu wykresu czasowego statego kroku prébkowa-
nia. Krok ten zmienia sie cyklicznie, co zilustrowano na rysunku 14.
Gdy przebieg wyplaszcza sig (pochodna zbliza sie do zera), symula-
tor zwigksza krok czasowy. Niestety, taki niestaty krok obliczen noze
utrudnia¢ pewne operacje matematyczne. Metodg poprawienia tej
niewygodnej wtasnosci symulatora jest dwukrotne przeprowadze-
nie transformacji Fouriera, czyli FFT na przebiegu czasowym i FFT
na widmie. W rezultacie otrzymujemy ponownie przebieg czasowy,
ale jesli wykonamy eksport danych tak otrzymanego wykresu czaso-
wego do Excela, tak jak to robiliémy wczeséniej, to okaze sie, ze tym
razem krok czasowy jest juz staly.
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Rysunek 15. Rozwiazanie zagadki

Inne opcje analizy FFT

Dla porzadku nalezy jeszcze wspomnie¢ o innych opcjach obliczen
FFT w symulatorze LTspice. Do tej pory byla mowa o tym, ze do ob-
liczania FFT jest wymagana liczba probek bedaca potegg liczby 2.
Algorytm zastosowany w programie LTspice omija jednak ten pro-
blem. Nie wiemy jednak jak, gdyz Lineat Technologies tego nie ujaw-
nia. Sagdzimy, ze brakujace dane sg dodawane metodg interpolacji.
Cechy te umozliwiajg do$¢ dowolne definiowanie zakresu obliczania
transformaty FFT. Mozna wigc liczy¢ jg z catego zakresu czasowego
symulacji, mozna wskazac konkretny przedziat czasowy wprowadza-
jac numeryczne dane ,Start time” i ,,Stop time”, mozna tez obliczac

FFT z fragmentu widocznego na ekranie po zastosowaniu lupki po-
wiekszajacej (zoom).

Ostatni trik, jakiego mozna uzywac podczas obliczen FFT to usred-
nianie dwumianowe (,Binomial Smoothing done before FFT and
windowing”). Opcja ta jest domys$lnie wigczona i operuje na trzech
prébkach, ale zakres usredniania mozna zmieniaé. Zabieg teore-
tycznie powinien minimalizowaé szum, ale jego dzialtanie jest bar-
dzo subtelne.

Podsumowanie
Analiza FFT jest doskonalym narzedziem pozwalajagcym na dia-
gnozowanie wielu nieprawidlowosci dzialania réznych ukladéw
i urzadzen. Nieumiejetne jej stosowanie moze jednak prowadzic¢
do wyciggania mylnych wnioskéw. Najwigkszym wrogiem tego
narzedzia jest kompresja danych i dodawanie brakujgcych danych
przez interpolacje. Prowadzi to do rozmywania sie¢ widma i do-
dawania sktadnikéw, ktére nie wystapilyby w réwnowaznym sy-
gnale rzeczywistym. Do§wiadczony elektronik powinien wytapywac
wiekszo§¢ niepozadanych artefaktéw, ale nie zawsze jest to oczy-
wiste. Jednym z lepszych s§rodkéw zaradczych jest ograniczenie
kroku czasowego, co jednak bardzo niekorzystnie wptywa na szyb-
kos¢ obliczen.
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