Eksperymenty z FPGA (12)

WszysTKIE

Dyskretna transformata Fouriera FIP s

NA STRONIE
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Zanim potaczymy bloki naszego uktadu FPGA w uktad analizatora widma dzwigku, rozpoczniemy od teore-
tycznych podstaw dyskretnej transformaty Fouriera. Jest to konieczne dla dobrego zrozumienia tego trudne-
go zagadnienia.
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Przed przystgpieniem do wykonywania eksperymentéw, zachecam Oznacza to, Ze jej kolejne elementy to: ok
do aktualizacji repozytorium z przyktadami (poprzez wywolanie s=e Y (5
polecenia git pull) [1]. Rysunek 1 pokazuje przykltadowy sygnat Aby uzyskac¢ wartosci wspétczynnikéw naszego wektora x, w no-

analogowy. Zostal on sprébkowany w o§miu, réwno od siebie oddalo-  wej bazie musimy pomnozy¢ go przez macierz:
nych punktach — sg one zaznaczone na wykresie kropkami.

Natomiast to, co zostaje z sygnalu za przetwornikiem ADC, — |
ilustruje rysunek 2. Na pierwszy rzut oka ciezko dopatrzec ;’2
sig w pojedynczych punktach pierwotnego sygnatu, ale je- 5 oyo \ /
zeli spelnione jest twierdzenie o prébkowaniu, to zawarta _0:5 \\ /(
jest w nich pelna informacja o przebiegu cigglym. Twier- ~1,0 ~ .,
dzenie méwi o tym, Ze czestotliwoéé prébkowania musi by¢ 0 1 2 3 4 5 g /
dwa razy wigksza niz szeroko$é pasma badanego sygnatu. ~ Rysunek 1. Ciagty sygnat wejsciowy z zaznaczonymi miejscami probkowania
Wrécimy jednak do naszych prébek, ktére mozemy ® r
przedstawic jako wektor o dtugosci N=8: 10
x=[1,-0.21,~1,-0.21,1,1.21,1,1.21]" < 0
W tym zapisie wspétczynniki odnosza sie do najprost- _0:5 ? b
szej bazy, sktadajacej sie z wektorow: 1,0
v :{[1,0,0,O,O,O,O,O]T,[O,I,O,O,O,O,O,O]T,...,[O,0,0,0,0,0,0,1]T} 0 1 2 3 4 E 6 v

Krécej mozemy zapisaé ja za pomoca delty Kronecker:  Rysunek 2. Sproébkowany sygnat z rysunku 1
k
v, =0(n—k) (1)

q
Gdzie vk to kolejny wektor bazy, natomiast n jest indeksem ele- /7(\ (X\ m'

mentu wewnatrz niego. Nie jest to jednak jedyna mozliwa baza. v o0
Mozemy na przyklad zaproponowac taka, ktéra sklada sig z ciagéw » \yj \BU
odpowiadajacych kolejnym (zespolonym) sygnatom sinusoidalnym: 1
v = ¢ "N = cos| —2mk L |+ jsin| —27k 2 D
N N (2) x
Kolejne wektory bazy pokazuje rysunek 3. Na wszystkich wykre- 1
sach kolorem niebieskim oznaczono cze$¢ rzeczywista, a zielonym i
— urojona. T @ /7 (\ \
Jezeli wiec zapiszemy nasz wektor w nowej bazie, kolejne wspét- ™~ / \>'
czynniki (teraz juz zespolone) beda oznaczaly amplitude i faze ko- ‘1
lejnych sktadowych, wystepujacych w sygnale. Zwracam uwage, -
ze czgstotliwo$é k jest przy prébkowaniu réwnowazna czestotli- 1 0
wosci k-N: »
2(k-N)R  2mk2NE dmkdedmn  daka i
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Ostatnia r6wnosc¢ jest prawdziwa, poniewaz n jest zawsze liczbg = \ g
catkowita, a dodanie 2m do argumentu funkcji trygonometrycznej, =i ! %
nie powoduje zmiany wyniku. Dlatego czestotliwosci 5, 6 i 7 mozemy ! =
Q.

interpretowac takze jako -3, -2 i -1 — takie podejscie pokazuje rysu-  §' o =1
4 =~

nek 4. Warto zwrdécic uwage, ze czestotliwosci ujemne r6znig sie od do- 2
datnich jedynie znakiem czesci urojone;j. Jest to mozliwe, poniewaz "1 ;
. . . . L. . o — o

tak naprawdg interesujg nas jedynie wartosci w punktach, a nie cate ~ _ o
krzywe. Zostaly one narysowane na wykresie, poniewaz bez oznaczenn L 0 g\_
cigzko dojsc¢, skad sie wziely oraz co reprezentuja poszczegélne punkty i — - §
— 0 czym mozna przekonac sie, spogladajac na rysunek 5. 1.0 -z
kel

Aby przejs¢ z jednej bazy do drugiej, potrzebujemy jeszcze ma- D =
cierzy przejscia. Sklada sie ona z kolejnych wektoréw nowej bazy, =~ &
=}

wyrazonych we wspélczynnikach starej. W naszym przypadku jest -0.1 -
ona dana wzorem: 0 ! 2 s, 5 6 7 o
s = [v Oyt v 'N-l} (@) Rysunek 3. Baza ztozona z zespolonych funkgji sinusoidalnych 3
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Rysunek 4. Baza z rysunku 3, ale przy interpretacji czesci czestotli-
wosci jako ujemnych

X=sx
Rozpisujac, otrzymujemy:

(6)

N-1
X, = ZFO Sk (7)

Po podstawieniu elementéw macierzy z (5) otrzymujemy dobrze

znany wzor na dyskretng transformate Fouriera:
N-1 *jZHﬁ
X, = ZPO xe N @)

Gdzie zaréwno n, jak i k, zmieniajg sie od 0 do N-1. Dla uprosz-

czenia zapisOw czasami stosuje sig tez oznaczenie:
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Rysunek 5. Wektory bazy bez zaznaczonych pomocniczych przebiegéw

wspoétczynnikéw tez jest N, tatwo obliczy¢, ze przy naiwnym po-
dejéciu niezbednych jest N> mnozen zespolonych. Proponuje zamiast
tego prosty trik, ktéry przyspieszy obliczenia:

n=%n1 +n, n,=0,1n, =0,1...,%—1

N
k=k +2k k =01k =0,1..,~—1
1 2 1 2 2 [11]

Stosujac inne podstawienie, mozna uzyskac inne wersje szybkiej
transformaty Fouriera [2]. My jednak przesledzimy tylko podstawowy
przypadek, w ktérym uzyskamy obliczenie transformaty o rozmiarze
N za pomocg dwéch transformat o potowe krétszych. Podstawiajac

Wy = et (9) do (10), otrzymamy:
Prowadzi to do krétszego zapisu: N _ (kl+2kz)gm+"z)
- Xk _ 27:1 zl X, 8712717
Xe=2 %W (1) PRI S, (12)
Warto zauwazy¢, ze dla sygnatu rzeczywistego czesci uro-
jone muszg sie zredukowac. Oznacza to, ze wsp6lczynniki ~ g,(z) < 025
przy czestotliwosciach dodatnich bedg sprzezeniem odpo-  ~ _0:2
wiadajacych im wspélczynnikéw przy czestotliwosciach 02
ujemnych. Nie dotyczy to czgstotliwosci 0 oraz > ktére nie E 0,0 —0.5)
majg odpowiadajacych im skladowych ujemnych. Nie jest -0,2 ————
to jednak problemem, poniewaz oba przebiegi sa rzeczywiste. o B2
Pozostaje jeszcze wykonanie obliczen dla danych z ry- B 2'2 09
sunku 1. Otrzymana transformata to: _ 0:2_3
X=[0.5,-0.5/,0.25,0,0,0,0.25,0.5,/]' i 00 05
Ksztatt poszczegolnych sktadowych pokazuje rysunek 6. 0,2
§ 0,2
FFT, czyli sprytne obliczenia 4 ee 025
Korzystajac bezposrednio z definicji, dojdziemy do tego, e ‘2 5 i 5 5 :
ze aby obliczy¢ pojedynczy wspélczynnik, musimy m
wykonaé N mnozen zespolonych. Poniewaz samych Rysunek 6. Sktadowe sygnatu z rysunku 1
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Na poczatku zajmijmy sie samg potega. Po wymnozeniu nawia-
s6w otrzymamy:

%an1 +kyny +2%ﬂ1 +2kyny

(ky+2k, )[%nl +n2)
—j2n —j2r
e N =e v (13)
Sume w wykladniku mozemy rozpisac jako mnozenie:

Ekn L(an
—j2m ZN' ! 7,'2;:"1# —j2m 2N ! ﬁ'za—z’z”’z
e e (14)
Sprébujmy uproscic¢ poszczeg6lne sktadniki:
Ekl”l
—j2r _3 L.
e N =e ™ =cos(-mkn )+ jsin(-mkn, )=

=cos(-mkm)=(-1)"" (15)
Dzieje sig tak, poniewaz iloczyn k,n, moze przyjac jedynie warto$cé
0 albo 1. Jeszcze bardziej mozemy uprosci¢ trzeci iloczyn:
KN
22— p
2

S22
4 N

—e ™ — g _ 1 (15)

Poniewaz zaréwno k,, jakin, s liczbami catkowitymi, mamy
zawsze do czynienia z obrotem o pelny kat 2m. Dlatego caly czynnik
upraszcza sie i jest zawsze réwny 1. Korzystajac z tych zaleznosci,
mozemy teraz rozpisac (4) jako:

N k . kiny
=1 1 1" J2r -
X, = E 2 E -1) x e Nole 2
& =0 =0 ( ) anJrnZ

2 (17)
Rozpiszmy jeszcze wewnetrzng sume. Ma ona w koncu jedynie
dwa sktadniki:
. oMy
N o kyny 712”7
—1 k0 k1 —j2n—= -
— _ 1 — 1 N 2
X, = nZFOH( 1) xgow +(-1) x;vwz]e } e

(18)

Po usunigciu mnozen razy 1 otrzymamy:

_jark
i k */’Mkﬁ Iznﬁ
— _ 1 N 2
Xk—ZnZZ:O xnz+( 1) I e
2" (19)

Gdy zaslonimy sobie nawias kwadratowy i przyjrzymy sie po-
zostalej czesci wzoru, zauwazymy co$ ciekawego. Ot6z cata reszta
przypomina takze transformate Fouriera, ale tym razem o dlugosci
o potowe mniejszej. Rozpiszmy teraz jeszcze indeks k, osobno dla
parzystych i nieparzystych wspélczynnikéw, a otrzymamy:

Ny
Kok, = Zéo|:xnz +xy

kamy
N

—j2r-22
}e 2 dlak =0

ko,
] TN
e Vl|e 2 dlak=1
(20)

Rozpisaliémy transformate Fouriera o dtugosci N na dwie trans-

—+n
St

N
-\ _
X2k2+1 = anzo Xp, = XN

—+n
St

formaty o mniejszej diugosci. Teraz musimy wykonac¢ pewne dzia-

fania na wspétczynnikach, a nastepnie policzy¢ jedng transformate

dla wspélczynnikéw parzystych, a drugg dla nieparzystych. Jednak

sadze, ze to dobry moment, aby zakonczy¢ ten odcinek i da¢ czy-
telnikom czas na spokojne przeanalizowanie opisanych obliczen.

Rafat Kozik

rafkozik@gmail.com

Przypisy:

[1] Repozytorium z przyktadami: http://bit.ly/33uYPxs

[2] Lyons r.G., Wprowadzenie do cyfrowego przetwarzania sygnatow,
Wydawnictwo Komunikacji i Eacznosci, Warszawa 2010

[3] Film prezentujacy dzialanie FFT: https://bit.ly/35H0yTp
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