KURS

Dyskretne przeksztatcenie

Fouriera, czes¢ 4

W dziedzinie sygnaléw dyskret-
nych przyjeto, ze transformata Fo-
uriera okreslajaca widmo sygnalu
liczona bedzie dla tylu czestotliwo-
Sci, ile prébek w dziedzinie czasu
posiada sygnal. Wynika stad bardzo
istotna zalezno$é¢, okreélajaca tzw.
czestotliwosci analizy — czyli czesto-
tliwosci, dla ktérych liczone bedg
transformaty — majgca postac

f;malizy:’/’/Z'Af‘:n/l'A
N (4.1)

przy czym m jest numerem ko-
lejnego prazka w dziedzinie cze-
stotliwo$ci, czyli indeksem proéb-
ki wyjsciowej transformaty, nato-
miast N oznacza catkowita liczbe
probek ciagu wejSciowego oraz -
jak stwierdzono wyzej — wyjsciowe-
go. Indeksy m in zmieniajg sie od
zera do N.

Podstawiajac kolejne czestotliwo-
ci analizy do wzoru (2.25), dyskre-
tyzujemy transformate, otrzymujac
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W klasycznej notacji z reguly po-
mija sie - jako oczywisty — odstep
w czgstotliwodei f; /N iodstgp w cza-
sie T, stosujac zapis skrécony

¥ (4.3)

X(m)= ix(n)e

n=—oco

i
N

Z uwagi na fakt, ze liczba ele-
mentéw obu ciggéw jest z gory
znana, sumowanie mozna sprowa-
dzi¢ do konkretnych granic, otrzy-
mujac w efekcie

N-1 jap
X(m)= Zx(n)e N
n=0 (4.4)

Otrzymana zalezno$¢ definiu-
je dyskretng transformate Fourie-
ra ciggu x(n). Zauwazmy, ze WzOr
(4.4) abstrahuje od liczbowych war-
tosci okresu probkowania i odstepu
miedzy kolejnymi prazkami widma,
operujac tylko na ciggach liczbo-
wych. Dla algorytmu implementuja-
cego DFT nie ma przy tym znacze-
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W poprzedniej czesci cyklu zapoznalismy sie z przeksztalfceniem

Fouriera sygnalu ciqgglego i dyskretnego. Stqd juz tylko krok

dzieli nas od zrozumienia dyskretnej iszybkiej transformaty

Fouriera. W niniejszej czesci cyklu przejdziemy przez ostatni

etap rozwazan matematycznych izakonczymy naszq wedrowke

z dziedziny czasu do dziedziny czestotliwosci weryfikujqc zdobytq

wiedze z zastosowaniem pakietu do komputerowej analizy
uktadow elektronicznych ICAP/4 Windows.

nia, co reprezentuje sobg ciag x(n).
W Swietle tego ja$niejsze staje sig
pojecie widma np. fotografii, ktére
nalezy rozumie¢ jako dwuwymiaro-
wa DFT wektora zawierajgcego bito-
wa reprezentacje tej fotografii.

Podobnie jak poprzednio, korzy-
stajac ze wzoru Eulera, mozemy
przedstawi¢ DFT w postaci

N-1

X(m)= Zx(n){cos(Zn%J

n=0

= jsin(2nﬂﬂ
N (4.5)

Jak wida¢, kolejne czestotliwos$ci
analizy odpowiadajg korelacji sygna-
tu analizowanego z funkcjami harmo-
nicznymi sinus i kosinus, majacymi
kolejne m pelnych okresé6w w roz-
wazanym przedziale prébkowania.

Wyprowadzimy teraz pewng
istotng wlasnos¢ DFT, méwigcy, ze
dyskretna transformata Fouriera sy-
gnalu rzeczywistego jest symetrycz-
na w sensie sprzezonym

X(m)=X"(N-m) we)

Znaczenie tej wlasnosci jest nie-
bagatelne, gdyz pokazuje, ze tylko
pierwszych N/2 wyrazéw ciagu cze-
stotliwo$ci jest niezalezna. Wystar-
czy wigc policzy¢ sktadowe do tzw.
czestotliwosci Nyquista

2 (4.7)

a pozostate przepisa¢ jako liczby
sprzezone.

Twierdzenie o symetrii tatwo
udowodni¢ na podstawie definicji.
Policzmy dyskretng transformate Fo-
uriera ciggu

N-1 _jzn(N"")”
X(N-m)=> x(n)e Noo=
n=0
Nflx(n)eijznn J2nnﬁ
n=0 [4.8)
Poniewaz
e—j21‘tn — 1

(4.9)
dla wszystkich catkowitych n,
otrzymujemy

N-1
X(N-m)= Zx(n)e
n=0
a wiec
X(m)=X"(N-m)
co nalezato udowodnic.
Ponadto z definicji tatwo wypro-
wadzi¢ wtasnos§¢ liniowoéci DFT,
moéwiaca, ze je$li dwa ciagi o jed-
nakowej dlugoéci N zostang zsumo-
wane zgodnie z zaleznoscig

jan™

V=X (m)
(4.10)

(4.11)

Rys. 16. Deklaracja sygnatu harmo-
nicznego o czestotliwosci 1 kHz

Rys. 17. Deklaracja parametrow ana-
lizy czasowej
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Rys. 18. Wybor dtugosci C|qgu do anali-

zostaje ,kawatek” okresu,
ktéry nie zeruje sie w ko-
relacji z pelnymi okresa-
mi kolejnych czestotliwo-
Sci analizy.

Dla rzeczywistego prze-
biegu harmonicznego, za-
wierajacego k okres6w w N-
—punktowym ciggu wejscio-
wym, wartos$ci prazkéow N-
—punktowej DFT w funkcji
indeksu m sg aproksymowa-
ne za pomoca funkcji sinc,
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Rys. 20. Reprezentacja ,stupkowa” widma

zy FFT

xsum(n)zaxl(n)+bx2(n) (4.12]

to transformata sumy tych sy-
gnaléw bedzie odpowiednig sumg
transformat sygnatéw sktadowych

Xsum(m):aXl(m)+bX2(m)
(4.13)

Amplituda DFT

Komentarza wymagajg warto-
§ci amplitud poszczegdlnych skta-
dowych DFT. W szczegdlnych przy-
padkach, gdy transformacji podda-
jemy sygnal rzeczywisty zawieraja-
cy sktadowa harmoniczna o ampli-
tudzie A itakiej czestotliwosci f,
ze w przedziale N probek wejscio-
wych zawiera sie calkowita liczba
okreséw tego sygnatu, to amplitu-
da prazka odpowiadajacego czesto-
tliwosci f, jest réwna

A= 4o

2 (4.14)

Dowolny sygnal wejsciowy, kto-
rego czestotliwo$¢ nie jest doklad-
nie réwna jednej z czestotliwo$ci,
dla ktérych jest liczona transfor-
mata (tzn., gdy f,#kf, ... gdzie
k jest liczbag naturalnq), ,,przec1e-
ka” do wszystkich innych praz-
kéw DFT, falszujac widmo sygna-

tu. Mozna stwierdzic, ze zawsze
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tzn.
X(m)= N sinlnlk —m)]
2 nlk-m) (415
Funkcja sinc nie jest tu przy-
padkowa, gdyz taka wlasnie funk-

cja wyraza sie ciagla transformata
Fouriera funkcji prostokatne;.

Szybka transformata Fouriera

Dotychczas niemalze zamiennie
stosowalem okreslenia DFT i FFT.
W tym miejscu chciatbym wy-raz-
nie podkresli¢, ze algorytm FFT
wylicza doktadnie DFT, nie korzy-
sta jednak z definicji, lecz stosuje
opublikowane przez J. Cooleya 1i].
Tuckeya w roku 1965 wydajne roz-
wigzanie, oparte na symetrii funk-
cji harmonicznych. Jedynym ogra-
niczeniem FFT jest wymaganie,
aby ciag wejSciowy zawieral licz-
be wyrazéw réwnag calkowitej po-
tedze liczby 2. Nie stanowi to jed-
nak istotnego problemu, bowiem
w ostateczno$ci mozna odpowied-
nio uzupelni¢ ciag wejsciowy wy-
razami zerowymi.

W celu zilustrowania zastosowa-
nia procedury FFT isamodzielnego
przetestowania jej wlasciwosci wy-
korzystamy postprocesor graficzny
IntuScope, wchodzacy w sklad pa-
kietu ICAP/4 Windows firmy Intu-
soft. Na poczatek generujemy ide-
alny sygnal harmoniczny o diugo-
§ci 1024 probek. Najprosciej
mozna to zrobi¢, deklaru-
jac stosowne zrédlo i wy-
korzystujac program IsSpi-
ce 4. Odpowiednig deklara-
cje pokazano na rys. 16.

Na rys. 17 przedstawio-
no ustawienia parametréw

al#i 5]

analizy czasowej gwarantujg-

ce dobre odwzoro-wanie ba-

danego sygnalu harmoniczne-
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Rys. 19. Wstepnie wyskolowony wynik dzia-

tania algorytmu FFT
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go (dziesig¢ prébek na jeden
okres przebiegu) oraz zapew-
nia-jace wymagang liczbe
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Po wykonaniu symulacji wczy-
tujemy wyniki analizy czasowej do
postprocesora graficznego i wybiera-
my podstawe algorytmu FFT, tak
jak pokazano na rys. 18.

Nastepnie z menu Complex wy-
bieramy opcje FFT time to mag
i uzyskujmy widmo pokazane na
rys. 19.

Po zmianie typu wykresu na
stupkowy (rys. 20) uzyskujemy osta-
teczne widmo badanego sygnatu.

Poniewaz widzimy wyrazny
przeciek sygnalu do sgsiednich
prazkéow, to w celu poprawy od-
wzorowania sygnalu w dziedzinie
czestotliwoéci stosujemy okienko-
wanie.

Po wywotaniu szybkiej transfor-
maty Fouriera otrzymujemy widmo
przedstawione na rys. 21.

Jak wida¢ z poréwnania ry-
sunkéw, przeciek zostal zmniej-
szony, co potwierdza sensownos¢
okien-kowania sygnalu. Czytelniko-
wi pozostawiam analize z zastoso-
waniem réznej ilosci prébek irdz-
nych funkcji okien. Jedynie samo-
dzielne eksperymenty pozwolg na-
bra¢ doswiadczenia w wyznaczaniu
widm sygnaléw za pomoca dostep-
nych przyrzadéw inarzedzi progra-
mistycznych.

Andrzej Dobrowolski
http://adobrowolski.wel.wat.edu.pl
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probek (tu 1024 prébki).

Rys. 21. Sygnat po operacji okienkowania
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