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Dyskretne przeksztaicenie
Fouriera, czesc¢ 2

Dyskretne przeksztalcenie Fouriera DFT (Discrete

Fourier Transform) jest, obok procedur filtracji

cyfrowej, jednym z podstawowych, a zarazem

najbardziej skutecznych narzedzi cyfrowego

przetwarzania sygnaléw. Poza istolnym

znaczeniem teoretycznym DFT odgrywa wazngq

role w zagadnieniach zwiqzanych z uktadowymi

realizacjami réznorodnych algorytmoéw

przetwarzania sygnaléw. Wynika to z istnienia

bardzo wydajnego algorytmu obliczania

dyskretnej transformaty Fouriera, zwanego szybkq
transformatq Fouriera FFT (Fast Fourier Transform).

W pierwszej czeSci cy-
klu poznaliémy problemy
pojawiajace sie podczas
préb estymacji widma za
pomoca oscyloskopu cy-
frowego wyposazonego
w funkcje FFT [1]. Odro-
bina matematyki zasto-
sowana w czeSci biezacej
jest niezbedna dla tatwego
,przyswojenia” idei trans-
formacji Fouriera i ,glad-
ko” wprowadza w zastoso-
wania zuzyciem procedu-
ry FFT, ktére bedg zilu-
strowane w artykule zamy-
kajagcym ten krotki cykl.
W ramach cze$ci drugiej
przyblizona zostanie pro-
blematyka przeksztalcenia
Fouriera sygnalu ciaglego
i dyskretnego.

Przeksztalcenie Fouriera
sygnatlu ciaglego

Ze wzgledu na zlozo-
no$¢ sygnaléow wystepuja-
cych we wspolczesnej te-
lekomunikacji analiza ich
warto$ci chwilowych sta-
je sie klopotliwa, a cza-
sami wrecz niemozliwa.
Z tego powodu wlasciwa
reprezentacja analityczna
sygnaléw nabiera wrecz
podstawowego znaczenia.
Ogélnie wyréznia sie cig-
gte idyskretne reprezenta-
cje sygnaléw. Reprezenta-
cje ciagle przyporzadkowu-
ja sygnalowi pewng funk-
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cje rzeczywista lub ze-
spolona. Przyktadem moze
by¢ przeksztalcenie Fourie-
ra. Reprezentacje dyskretne
przyporzadkowujg rozwaza-
nemu sygnatowi skonczony
lub przeliczalny ciag liczb
rzeczywistych lub zespo-
lonych. Jako analogiczny
przyktad mozna wskazac
reprezentacje sygnalu okre-
SOwego za POmMOoCcy szere-
gu Fouriera.

Z praktyki bardzo do-
brze znane jest inzynierom
elektronikom przeksztatce-
nie Laplace’a o postaci:
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0 (2.1)
w ktérej X (s) oznacza
transformate Laplace’a cia-
glego sygnatu x (), okre-
Slonego w dziedzinie cza-
su. Dziedzing transformaty
Laplace’a jest zbiér liczb
zespolonych, a zmienna s,
zwana czesto pulsacja ze-
spolong, ma postaé
S=c+jw (2.2)
Przeksztalcenie Laplace-
‘a, bedace podstawa tzw.
metody operatorowej, od-
grywa nieoceniong role
w analizie i syntezie ob-
wodow elektrycznych, na-
tomiast w teorii sygnatéow
duze znaczenie ma, wy-
wodzace sig zniego, prze-
ksztalcenie Fouriera. Jesli

w zaleznosci (2.1) podsta-
wimy c=0, to transforma-
ta Laplace’a nabiera sen-
su widma sygnatu. Takie
przeksztalcenie sygnatu -
ktérego jadrem jest zespo-
lona eksponenta czesto-
tliwosci — po raz pierw-
szy zaprezentowal Fourier
w formie tzw. przeksztat-
cenia dwustronnego o po-
staci

oo

Xc<f>=jxc<t>e-w a

oo (2.3)
Zalezno$¢ (2.3) nosi na-
zwe prostego przeksztalce-
nia Fouriera. Rzadziej sto-
sowane w praktyce prze-
ksztalcenie odwrotne i dys-
kretne przeksztatcenie od-
wrotne (IDFT - Inverse
Discrete Fourier Transform),
transformujgce widmo sy-
gnatlu w jego postaé¢ czaso-
wg, nie bedzie przedmio-
tem naszych rozwazan.
Réwnanie (2.3) definiu-
jace przeksztalcenie Fourie-
ra ma do$¢ enigmatyczny
charakter iczesto w trakcie
typowego wyktadu aka-
demickiego jest gubiony
jego gteboki, cho¢ wisto-
cie oczywisty sens fizycz-
ny. Aby odczyta¢ z zapi-
su (2.3) jego interpretacje
fizyczna, postuzymy sie
wzorem Eulera - wiaza-
cym eksponente zmiennej
urojonej z funkcjami har-
monicznymi — o postaci:
e¥=cosgp—jsing  (2.4)
Po zastosowaniu wzoru
Eulera przeksztalcenie Fo-
uriera przyjmuje postac

oo

x.(f)= j xo (1) cos(21)

—oo

=

dt— jjxc () sin(2nft)dt
e (2.5)
RozdzieliliSmy zespo-
long eksponente na skla-

dowa rzeczywistg i urojo-
na. Mozemy stwierdzi¢, ze
catka Fouriera daje w efek-
cie skltadowsq rzeczywista —
wskazujaca na stopien ko-
relacji analizowanego sy-
gnalu z funkcja cos(2nft)
i skladowa urojong - skore-
lowang z funkcjg sin(2mnft).
W tym momencie pojawia
sie pytanie — jak nalezy
rozumie¢ wzmiankowana
wyzej korelacje?

Rozwazmy, dla przej-
rzystosci, tylko sktadowa
rzeczywistag transformaty
Fouriera

ref ()=

ch (t) cos(2mft)dt

oo (2.6)
Widzimy, ze dla danej
czestotliwosci f cze$é rze-
czywista transformaty Fo-
uriera jest catka po cza-
sie, w zakresie oo, z ilo-
czynu rozpatrywanego sy-
gnatu ciaglego x (1) i sy-
gnalu kosinusoidalnego
o czestotliwosci f.
Wyobrazmy sobie, ze
sygnat x(t) jest identycz-
ny zsygnalem harmonicz-
nym cos(2nft), czyli
x(t)=cos(2mft) (2.7)
Woéwczas, jako ze obie
funkcje sa catkowicie sko-
relowane (tzn., gdy jedna
ros$nie, to druga réwniez —
w sposéb identyczny - ro-
$nie oraz, gdy jedna male-
je, to — podobnie jak po-
przednio — druga réwniez
maleje), wynik catki jest
maksymalny, ale niestety,
co tatwo wykazaé, réwny

Re{XC (f)} = jcos(Znﬁ)
-cos(2mft)dt = oo (2.8)
Wynika z tego, ze prze-
ksztalcenia Fouriera w sen-

sie zwyklym - o jakim
caly czas mowa - nie
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mozna zastosowac¢ do
wszystkich sygnatéw.

Mozna wykazaé, ze wa-
runkiem dostatecznym ist-
nienia dla kazdej czestotli-
wodci f prostej transforma-
ty Fouriera jest bezwzgled-
na catkowalnos$¢ sygnalu
[5], czyli transformowany
sygnal musi speilniaé¢ wa-
runek:

J‘xc(t)‘dl<°°
- (2.9)

Jest to powazna wada
tego przeksztalcenia, gdyz
nie obejmuje ono tak
waznych sygnaléw teore-
tycznych jak cosot, (co
pokazano powyzej), sinot,
1(t), exp(jo,t) itp. War-
to w tym miejscu uzmy-
stowi¢ sobie fakt, ze har-
moniczny sygnal rzeczy-
wisty, ktéry obserwujemy
np. na oscyloskopie - $ci-
§le rzecz ujmujac - nie
moze by¢ opisany funk-
cja sinus, badz kosinus,
gdyz sygnal ten formalnie
musiatby trwaé od - do
. Z problemem tym po-
radzono sobie, definiujac
przeksztalcenie Fouriera
w sensie granicznym [5],
ktére koncepcyjnie przy-
pomina definicje dystry-
bucji obowiazujaca w ra-
mach elementarnej teorii
dystrybuc;ji.

Z uwagi na fakt, ze
rzeczywiste przebiegi sg
zawsze sygnalami o ograni-
czonej energii, spelniajgcy-
mi warunek (2.9), w prak-
tyce transformata (2.5) za-

A
Xgo(t), cos(27tit)

Rys. 11. Analizowany sygnat (linia ciggta) i sygnat cos(2xft) (linia przerywana) - tatwo za-
uwazy¢ petng korelacje

wsze osigga warto$¢ skon-
czong. Zal6zmy przykla-
dowo, ze analizowanym
sygnatem jest narastajacy
i malejacy do zera sygnat
harmoniczny o czestotli-
wosci f, przedstawiony na
rys. 11, dany wzorem

xo(t)=¢""cos(2nf 1)

(2.10)
Sygnal ten osigga mak-
simum dla =0 ijest oczy-
wiste, ze jego widmo =za-
wiera skladowa o czestotli-
woéci f. Obliczmy zatem
cze$¢ rzeczywistg transfor-
maty Fouriera

Re{Xco(f)}=Ie'c05(2nﬁ)-
-cos(2mft)dt =1

(2.11)
Jednostkowy wynik nie
jest regula inie moze byc
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utozsamiany ze wspot-
czynnikiem korelacji, be-
dacym $cista miarg kore-
lacji obu sygnatéow. Gdy-
by wspélczynnik tlumie-
nia sygnatu harmoniczne-
go byl rézny od jednosci,
rozpatrywana catka réow-
niez mialaby innag war-
tos¢. Dla nas sygnat x, (1)
jest przyktadowym sygna-

tem, ktéry postuzy nam
do badania zaleznosSci fa-
zowych.

Tematyke te bedziemy
kontynuowaé w nastep-
nym odcinku.
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