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Dyskretne przeksztatcenie
Fouriera, cze$é 1

Dyskretne przeksztalcenie Fouriera DFT (Discrete Fourier

Transform) jest, obok procedur filtracji cyfrowej, jednym

z podstawowych, a zarazem najbardziej skutecznych narzedzi

cyfrowego przetwarzania sygnaléow. Poza istoinym znaczeniem

teoretycznym DFT odgrywa waznq role w zagadnieniach

zwiqzanych z ukladowymi realizacjami roznorodnych algorytmow

przetwarzania sygnalow. Wynika to z istnienia bardzo wydajnego

algorytmu obliczania dyskretnej transformaty Fouriera, zwanego

szybkq transformatq Fouriera FFT (Fast Fourier Transform).

Poniewaz algorytm FFT jest po-
wszechnie stosowany w programach
do analizy uklad6éw elektronicznych
[2] oraz we wspoblczesnych oscylo-
skopach cyfrowych, niezbedna dla
kazdego elektronika staje sie podsta-
wowa wiedza, pozwalajaca na zro-
zumienie znaczenia poszczeg6lnych
parametrow modyfikujacych dziala-
nie algorytmu szybkiej transforma-
ty Fouriera.

W cyklu trzech artykutéow przed-
stawione zostang problemy pojawia-
jace sie podczas stosowania DFT,
jej pochodzenie i podstawy teore-
tyczne. Na zakonczenie omdéwione
beda przyklady realizacji praktycz-
nej dyskretnego przeksztalcenia Fo-
uriera z zastosowaniem ogélnie do-
stepnego oprogramowania.

Metody analizy widma
Klasyczne analizatory widma
dziatajg w oparciu o metode wobu-
lacyjna, polegajaca na przestrajaniu
lokalnego generatora wzorcowego
(najczesciej jest to syntezer czesto-
tliwosci) ianalize widma w oparciu
o proces przemiany czestotliwosci.
Schemat blokowy takiego analizato-
ra, przedstawiony na rys. 1, przypo-
mina odbiornik superheterodynowy.
W efekcie przemiany czestotliwo-
Sci, wtakt zmian czestotliwosci ge-
neratora przestrajanego, sygnal wej-
Sciowy jest przesuwany wzgledem
statej czestotliwosci $rodkowej fil-
tru pasmowo przepustowego o bar-
dzo waskiej charakterystyce przeno-
szenia. Upraszczajac mocno sprawe,
mozna stwierdzi¢, ze je$li w sygna-
le wejsciowym znajdujg sie sklado-
we czestotliwoéciowe mieszczace sie
w pa$mie przenoszenia filtra, detek-
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tor je wykrywa ina ekranie pojawia
sie odpowiedni prazek.

Klasyczne analizatory widma do-
konuja wiec rzeczywistego pomiaru
widma analizowanego sygnalu sto-
sujac metode posrednia. Istniejg tez
rozwigzania oparte o metode bezpo-
srednig wykorzystujace odpowiednie
banki filtréw. Druga grupe analiza-
tor6w stanowia urzadzenia badajg-
ce widmo w oparciu o operacje ma-
tematyczne wykonywane na préb-
kach zmierzonego sygnatu wejscio-
wego. Te operacje to ciag obliczen
realizowany wg algorytmu FFT, czy-
li wydajniejszej obliczeniowo imple-
mentacji DFT [1]. Olbrzymi przyrost
mocy obliczeniowej, ktéry dokonat
sig w ostatnich latach, pozwolil na
zastosowanie techniki FFT jako opcji
praktycznie we wszystkich wspél-
czesnych oscyloskopach cyfrowych.
Jest to zjawisko o tyle naturalne, ze
w ukladzie takiego oscyloskopu musi
nastapi¢ cyfryzacja sygnalu wejscio-
wego przed jego wizualizacjg. Sko-
ro wigc w pamieci pojawia sie sy-
gnal wejsciowy w postaci cyfrowej,
nic nie stoi na przeszkodzie, zeby
podda¢ go réznorodnym procedurom
CPS obliczajacym m.in. jego warto$c¢
srednig, skuteczna, miedzyszczytowq
i oczywiscie reprezentacje widmowa.
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Termin cyfrowe przetwarzanie
sygnaléw — CPS (DSP - Digital Si-
gnal Processing) [3, 4] pojawia sie
coraz czeSciej w wielu, czesto za-
skakujacych kontekstach, warto wiec
w tym miejscu uscisli¢, co kryje sie
pod ta nazwa. Pod pojeciem sygna-
lu rozumiemy pewna wielkosé, kté-
ra na og6l ulega zmianom w czasie.
Sygnalem moze by¢ wiec tempera-
tura, predko$é, natezenie oswietle-
nia itp. Klasycznie sygnal przedsta-
wiany jest w postaci graficznej jako
pewna funkcja czasu. Wymienio-
ne sygnaly opisujg procesy fizyczne
o naturze ciaglej, co powoduje, ze
ich charakter musi by¢ analogicz-
ny, czyli ciagly w czasie i wartoSci.
Z tego powodu sygnaly takie nazy-
wane sg analogowymi — sa bezpo-
Srednig analogig opisywanej przez
nie wielkosci fizycznej.

Przetwarzanie takich sygnaléw
jest utrudnione, gdyz ukltady ana-
logowe uzywane do tego celu sg
wrazliwe na zmiany temperatury,
starzenie sie elementéow i wiele in-
nych czynnikéw zaklécajacych, ta-
kich jak np. szumy czy tetnie-
nia sieci zasilajacej. Stosujac ukla-
dy analogowe, nie jesteSmy w sta-
nie zapewni¢ absolutnej powtarzal-
noéci przetwarzania.

Sygnaly cyfrowe, to sygnaly, kté-
rych amplituda jest zdefiniowa-
na wylacznie w okre§lonych chwi-
lach (sg to wigc sygnaly dyskretne
w czasie) i przedstawiana w postaci
liczb o skoniczonej precyzji. Sygna-
ly cyfrowe sa wiec dyskretne réw-
niez w amplitudzie'. Okreslenie cy-
frowe pochodzi wtasnie od =zapi-
su kolejnych dyskretnych wartosci
chwilowych w postaci cyfr. Cyfrowe
przetwarzanie sygnaléw mozna wiec
zdefiniowaé¢ jako analize lub prze-
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Rys. 1. Schemat blokowy klasycznego analizatora widma
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Rys. 2. Przebieg czasowy sygna-
tu harmonicznego o czestotliwosci
50 kHz (@) i otrzymane widmo (b)

ksztalcenie informacji przedstawionej
w postaci ciagu liczbowego. Przetwa-
rzanie cyfrowe, poza wieloma in-
nymi zaletami wynikajacym z moz-
liwosci bezposredniego zastosowania
komputera, zapewnia pelna powta-
rzalnoé¢ przeprowadzonej analizy.
Poréwnujac wspodlczesne analiza-
tory widma, mozna og6lnie stwier-
dzi¢, ze rozwiazania bazujace na
FFT zapewniaja lepszg dokladnos¢
pomiaru amplitudy, lepsza rozdziel-
czo$¢ czestotliwo$ciowg 1 wieksza
szybko$¢ pomiaru. Stabg strong ana-
lizatoréw ,,matematycznych” jest gor-
sza niz w analizatorach ,przemiataja-
cych” doktadno$¢ pomiaru czestotli-
wosci. Niebagatelng cechg analizato-
réw klasycznych jest ich olbrzymia
cena — kupujac oscyloskop z wbu-
dowanym modulem FFT, analizator
widma mamy niejako za darmo.
Uzytkownik nowiutkiego oscy-
loskopu cyfrowego z modulem FFT
zachecony reklamami i, rzecz ja-

—

Rys. 3. Znieksztatcenie sygnatu wej-
S§ciowego na skutek wyciecia za po-
mocqg okna prostokgthego
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Rys. 4. Przypadek catkowitej liczby
okreséw w prostokgtnym okienku wy-
cinajgcym sygnat

sna, faktycznymi potrzebami wigcza
oscyloskop i przystepuje do pomia-
ru tzw. widma [5]. Péjdzmy tym
tropem izmierzmy widmo czyste-
go sygnalu harmonicznego o czesto-
tliwosci np. 50 kHz. Spodziewamy
sig oczywiscie pojedynczego prazka
na czestotliwoéci 50 kHz.

Po podaniu na wejécie oscylosko-
pu odpowiedniego sygnalu otrzymu-
jemy oscylogram przedstawiony na
rys. 2a. Wybieramy z grupy funkcji
matematycznych FFT i otrzymujemy
widmo pokazane na rys. 2b.

Rezultat eksperymentu w zaden
sposéb nie przypomina pojedyncze-
go prazka, aczkolwiek zauwazamy
maksimum energii na wtasciwej cze-
stotliwosci. Okazuje sie, ze otrzyma-
ny wynik jest prawidlowy (!), tzn.
nie jest rezultatem wadliwego dzia-
tania sprzetu. Przed rozpoczeciem
pomiar6w ipréba interpretacji wyni-
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Funkcja okienkujaca

Rys. 6. Proces ,okienkowania” sygna-
tu wejsciowego

kéw musimy u$wiadomi¢ sobie, co
wlasciwie mierzymy?

Oryginalne zaleznosci Fouriera
operuja na nieskonczonych sygna-
fach czasowych iwo6wczas dla sy-
gnatu harmonicznego otrzymujemy
- tak jak w rzeczywisto$ci — poje-
dynczy prazek. W przypadku uru-
chomienia algorytmu DFT dysponu-
jemy zaledwie fragmentem sygnatu
ograniczonym pewnym oknem pro-
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Rys. 7. Charakterystyki czasowe i cze-
stofliwosciowe najczesciej stosowa-
nych funkciji okien: a). okno prosto-
katne, b). okno Hanninga (inaczej
podniesionego cosinusa, zwane cze-
sto oknem Hanna), ¢). okno Flat Top
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Rys. 8. Efekty zastosowania réznych
funkcji okien: a). okno prostokgtne,
b). okno Hanninga, ¢). okno Flat Top

stokatnym? o dlugosci N, a otrzy-
mane widmo jest widmem sygna-
tu zloZzonego z periodycznie powta-
rzajacego sie wycinka, co pokazano
na rys. 3. Poniewaz wycinek sy-
gnalu zaczyna sig ikoniczy bardzo
gwaltownie jego widmo ulega istot-
nej modyfikacji. Szczegélowy i bar-
dzo przystepny opis tego zjawiska
jest przedstawiony w [3].

Analizujac sytuacje przedsta-
wiong na rys. 3, mozemy doj$¢ do
wniosku, ze gdyby ,wycinany” frag-
ment sygnalu zawierat calkowity
liczbe okreséw - efekt znieksztat-
cenia nie powinien wystapi¢. Przy-
padek taki zilustrowany jest na
rys. 4.

Jesli wiec sygnal wysSwietlany na
ekranie oscyloskopu - ktéry definiu-
je nasze okienko czasowe — bedzie
zawieral catkowity liczbg okresow, to
cykliczne powtarzanie takiego wycin-
ka da wefekcie sygnal taki sam jak
oryginalny sygnal wejsciowy. W kaz-
dym innym przypadku pojawia sie
znieksztalcenia przypominajgce modu-
lacje, a wlasciwie manipulacje, fazy.
Regulujac podstawe czasu oscylosko-
pu, otrzymujemy oscylogram i widmo
przedstawione na rys. 5.
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Rys. 9. Efekty zastosowania réznych
funkcji okien obserwowane w szer-
szym spektrum: a). okno prostokgtne,
b). okno Hanninga, ¢). okno Flat Top

Zwro¢my uwage, ze jednocze-
$nie zmienita sie czestotliwosé
probkowania, ktéra jest skorelowa-
na z podstawg czasu. Wynika to
z faktu, ze w prostych oscylosko-
pach cyfrowych przyjeto stalg licz-
be probek rozktadang réwnomier-
nie na caly ekran (standardowo 10
dziatek). Stosowany praktycznie al-
gorytm FFT operuje na liczbie pro-
bek bedacej catkowita potega licz-
by 2. Przyjmujac, podobnie jak
np. w oscyloskopie Agilent 54621A,
liczbe prébek réwnag 2'' = 2048,
okres 1i czestotliwo$¢ prébkowania
mozemy wyrazi¢ jako
10

2048

2048

5 F Ty
10

(1.1)
gdzie « [s/dz.] oznacza podstawe
czasu oscyloskopu.

Zatem w rozwazanym przypad-
ku czestotliwo$¢é préobkowania wyno-
si w przyblizeniu 20 MHz. W zwigzku
ztym — co bedzie wyjasnione szcze-
gétowo w kolejnych czesciach cyklu —
maksymalna czestotliwo$¢ mozliwa do
obserwacji jest okreslona zaleznoscia

P Y]

2 a

(1.2)

Rys. 10. llustracja zjawiska aliasin-
Qu (skala zobrazowania liniowa, za-
kres: 0...100 kHz). a). fwe = 50 kHz lub

fwe =
fwe =

150 kHz, b). fwe = 90 kHz, ©).
130 kHz, d). fwe = 170 kHz

a rozdzielczo$¢ czestotliwosSciowa
wynosi
_ S,
T 204810 (1.3)
Wynik otrzymany na rys. 5 jest
jak najbardziej zadowalajacy, ale
spryt, ktéorym sig wykazaliSmy nie
na wiele nam sie przyda. Nie mo-
zemy zawsze ustawiaé¢ calkowi-
tej wielokrotnosci okresu na ekra-
nie, jesli sygnal jest zlozony, a je-
go zwarto§¢ widmowa nie jest zna-
na - przeciez dopiero chcemy ja
okresli¢. Efekt, ktéry obserwujemy,
nosi nazwe przecieku ichociaz po-
kazemy pewne §rodki zaradcze mi-
nimalizujace go, przecieku nie moz-
na wyeliminowa¢ calkowicie.
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Okienkowanie sygnalu

Skoro nieciggta zmiana sygnalu na
kraincach przedzialu prébkowania jest
powodem przecieku, to lekarstwem
bedzie wycinanie sygnalu za pomo-
cg okna o tagodnych zboczach. Mno-
zac ciag wejSciowy przez funkcje tego
typu, powodujemy, ze wartoSci sygna-
tu wynikowego staja sie takie same na
poczatku i koficu przedzialu prébko-
wania. Jednocze$nie okienkowanie re-
dukuje moc sygnatu i w konsekwen-
cji zmniejsza tez amplitudy wszystkich
prazkow widma, przy czym, ze wzgle-
du na lagodne ,wygaszenie” sygnalu
na koncach, minimalizuje najbardziej
jego skladowe wysokoczestotliwosciowe
powodujace przeciek. Istote okienkowa-
nia ilustruje rys. 6.

W praktyce wykorzystuje sie kilka
typowych funkcji, do ktérych naleza
m.in.: okno prostokgtne, okno Hannin-
ga itzw. okno Flat Top (maksymalnie
plaskie?®). Przebiegi czasowe i widma
wymienionych funkcji przedstawione
sq na rys. 7. Kazde zokien ma cha-
rakterystyczne wlasciwosci, ktére najle-
piej poznamy, eksperymentujac z wyko-
rzystaniem algorytmu szybkiej transfor-
maty Fouriera.

Ogélnie mozna stwierdzi¢, ze wybér
okna stanowi pewien kompromis mie-
dzy szerokoscia listka gléwnego, pozio-
mem pierwszego listka bocznego i szyb-
koscia malenia poziomu listkéw bocz-
nych ze wzrostem czegstotliwosci. Inny-
mi stowy, chodzi okompromis miedzy
doktadnoscig w okreslaniu amplitudy
i czestotliwosci — jak wczesniej wspo-
mniano okienkowanie falszuje ampli-
tude sygnalu. W poréwnaniu z oknem
prostokatnym, ktére zreguly traktowa-
ne jest jako odniesienie, okno Hannin-
ga zapewnia lepsza rozdzielczo$¢ cze-
stotliwosciowa kosztem pewnego pogor-
szenia dokladno$ci pomiaru amplitu-

dy. Zkolei okno Flat Top, dzieki pla-
skiemu fragmentowi podstawowej linii
widmowej, poprawia dokladnosé¢ okre-
§lania amplitudy kosztem pogorszenia
doktadnosci pomiaru czestotliwosci.

Wréémy do sytuacji poczatkowej
i wyprébujmy na naszym sygnale rdz-
ne funkcje okienkujace. Wyniki takiego
eksperymentu pokazane sg na rys. 8.

Efekty zastosowania réznych okien
czasowych jeszcze wyrazniej zobaczy-
my, rozszerzajac zakres czestotliwosci,
w ktérym obserwujemy widmo. Usta-
wiajgc zakres na 5 MHz i czestotliwosé
srodkowa na 2,5 MHz otrzymujemy zo-
brazowania pokazane na rys. 9. Poréw-
nujac rysunki 7 i9, mozemy si¢ naocz-
nie przekonaé, ze wistocie DFT bada-
nego sygnalu nie jest faktycznie trans-
formata tegoz sygnalu, ajedynie aprok-
symacja splotu jego rzeczywistej trans-
formaty z transformatg funkcji okienku-
jacej sygnal.

Aliasing, czyli nakladanie sie
widma

Przeprowadzajac analize widma za
pomoca procedur FFT, musimy pa-
mieta¢ o konsekwencjach twierdzenia
o prébkowaniu. Rozwazymy to szcze-
gélowo w drugiej czesci cyklu, w tej
chwili przyjmujac jedynie do wiadomo-
Sci, ze maksymalna czestotliwos¢ zawar-
ta wwidmie sygnatlu poddawanego ana-
lizie nie moze by¢ wieksza od polowy
czestotliwosci probkowania. W przeciw-
nym przypadku nastgpi efekt ,zawinie-
cia” widma ipowaznego zafalszowania
wyniku pomiaru. Jedynym sposobem na
eliminacje tego zjawiska jest zastosowa-
nie odpowiedniego filtru antyaliasingo-
wego, ograniczajacego widmo sygnatu
poddawanego prébkowaniu.

Przetestujmy niebezpieczenstwo zwia-
zane z aliasingiem, obnizajac czestotli-
wo$¢ probkowania do 200 kHz'. Zgod-

nie ze wzorem (1.1) czestotliwo$é préb-
kowania regulujemy, zmieniajac podsta-
we czasu oscyloskopu. Ustawiamy za-
kres obserwowanych czestotliwo$ci na
100 kHz i przestrajamy generator sy-
gnatowy w granicach 50...200 kHz. Przy
zwiekszaniu czestotliwosci sygnatu wej-
sciowego, dopdki nie przekracza ona fs/
2 =100 kHz, prazek prawidlowo przesu-
wa sie w prawo. Nastepnie, po przekro-
czeniu 100 kHz, zaczyna przesuwaé sig
z powrotem w lewo iprzy 150 kHz po-
krywa sig z prazkiem wynikajacym z po-
dania na wejScie sygnatu o czestotliwo-
sci 50 kHz. Kilka przykladowych zrzu-
tow z ekranu oscyloskopu przedstawio-
no na rys. 10.

Andrzej Dobrowolski
elka.wel.wat.edu.pl/~adobrowolski/
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! Watek ten rozwiniemy w drugiej czesci cyklu.

2 Okno prostokatne jest wektorem zlozonym
z N jedynek. Reszta wyrazéw jest zerowa.

* W dziedzinie czestotliwosci.

* W literaturze angielskojezycznej czesto ope-
ruje sie jednostkq Sa/s, ktora nalezy in-
terpretowaé doslownie — jako liczba pré-
bek (Sample) pobranych wciggi sekundy.
W rozwazanym przypadku 200 kHz ozna-
cza wiec 200 kSa/s.
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